Concursul Fractal

A DOUA EDITIE, 8 DECEMBRIE 2024




Problema 1. Viorel afirma ca pentru orice numar natural n mai mare decat 2024, numarul
2024™ + 1 este prim. Are oare dreptate Viorel?

Solutie: Raspunsul este nu, un exemplu ar fi sa vedem c& ultima cifrd a numarului 20242°2°

este 4, deci 2024%°% 4 1 se imparte fara rest la 5, deci e compus. La fel, e usor de aratat
ca numarul 2024™ 4+ 1 este compus pentru orice n care nu este o putere a lui 2, utilizand
factorizarea lui 2024™ + 1 pentru n impar.



Problema 2. Numerele reale a, b si ¢ sunt astfel incat trinoamele patratice az? + bz + ¢
si cx® + bz + a au fiecare cate doud radicini reale strict pozitive. Ardtati cd suma tuturor
acestor radacini este cel putin 4.

Solutie: Fie r; si ro rad&cinile primei ecuatii patratice, adicd ar? + bry + ¢ = 0. Cum r,
este nenul, putem Tmparti la 72 si obtinem a + bﬁ + c% = 0. Deci, daca radacinile primei
ecuatii sunt r; si ry, atunci radacinile celeilalte sunt % si % Acum, ne raméne sa aratam
ca: r; + % + 7ry + % > 4, pentru care e suficient sa observam ca x + i > 2 pentru orice x
pozitiv, din inegalitatea mediilor, sau din restrangerea patratului.



Problema 3. In triunghiul ABC, fie O centrul cercului circumscris acestuia, si fie H or-
tocentrul. Fie P centrul cercului circumscris triunghiului BOC si fie ) centrul cercului
circumscris triunghiului BHC. Aritati ca OP - 0Q = O A.

Solutie: Voi arata ca triunghiurile BPO si QBO sunt asemenea. Initial, e clar ca punctele
O, P si () sunt coliniare, caci apartin mediatoarei segmentului BC'. Notam cu a masura
unghiului ZBAC. E clar ca unghiul ZBOP are masura egala cu a. La fel, masura unghiului
ZOPB poate fi calculata ca fiind jumatate din masura unghiului ZBPC, care e egal cu
360 — 4a, caci unghiul ZBOC' are masura egala cu 2a. Analog, calculam masura unghiului
Z0Q@B, ca fiind a, deci putem observa ca cele doua triunghiuri sunt isoscele si asemenea,
astfel, din asemanare, avem ca % = g—g, astfel OB? = OP-0OQ), iar cum O e centrul cercului
circumscris, avem OB = OA, si deci urmeaza concluzia.



Problema 4. In coltul din stanga jos al unei table de sah (cu cate 8 randuri si 8 coloane),
se afla un rege. Marius si Alexandru joaca un joc, Alexandru merge primul. Pe rand, acestia
muta regele, fie in dreapta, fie in sus, fie in dreapta sus, cu cate exact un patratel. Castiga
cel ce duce regele in patratelul din coltul din dreapta sus. Cine va castiga daca ambii jucatori
joaca optim?

Solutie: Aceasta problema are multe solutii, dar cea mai scurta ar fi sa consideram tabla
de sah in care fiecare patratel e colorat rosu daca are ambele coordonate pare si albastru
altminteri. Vom arata ca Alexandru poate castiga, caci incepe de pe un patratel albastru.
Strategia sa va fi, la fiecare mutare, sa mute regele pe un patratel rosu. E clar ca apoi, Marius
oricum nu ar muta, ajunge pe un patratel albastru, si deci nu va putea castiga nicicum, caci
patratelul din coltul din dreapta sus e rosu.



